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　　摘　要：　为了恢复图像中的遮挡点，本文在相机为正投影模型下，提出了一种投影约束的遮挡点恢复方法．该方
法利用图像矩阵的行空间和列空间都是三维子空间的特性，通过用矩阵奇异值分解分别得到图像矩阵行和列投影满

足的约束条件，将遮挡点的求解转化为迭代求解二次型的极值问题．仿真实验和真实实验结果表明，本文方法具有收
敛速度快，恢复精度高等优点．
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１　引言
　　计算机视觉研究领域的一个重要问题是运动恢复
结构，而特征点跟踪又是其中的一个重要环节［１，２］．在
实际场景中，遮挡现象经常出现，这导致部分图像信息

丢失．如何利用图像矩阵的冗余信息恢复这些遮挡的
特征点，是计算机视觉的研究热点问题之一［３，４］．

为了恢复图像中的遮挡点，Ｔｏｍａｓｉ和 Ｋａｎａｄｅ［５］于
１９９２年证明了特征点对应的图像矩阵在没有任何误差

的情况下其秩最大为３，这意味着图像矩阵本身含有大
量的冗余信息，因此可以用于遮挡点的恢复．Ｊａｃｏｂｓ
等［６］基于图像矩阵为一个低秩矩阵的特性，利用子矩

阵法对遮挡点进行恢复，但是该方法的结果依赖所选

择的子矩阵．为了克服该方法的缺点，有些学者利用图
像矩阵为投影矩阵和空间点矩阵相乘的特性，进行循

环迭代求解．在该类方法中，最具有代表性的是 Ｗｉｂｅｒｇ
方法［７］，目前它已经成为遮挡点恢复的标准算法之

一［８～１０］．但是该类方法在遮挡率比较高时，算法无法收
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敛．同时，部分学者利用重投影误差构造目标函
数［１１，１２］，采用非线性优化方法进行迭代求解，但由于该

目标函数是一个非凸函数．
为了解决这个问题，Ｍａｒｔｉｎｅｃ等人利用三线性约束

恢复遮挡点［１３］，但该方法的缺点是三线性约束关系中

所有的图像并不是平等的，因此必然导致误差较大．刘
等人将图像两两组合，利用删除遮挡点后的图像矩阵

的行空间等于原子空间的特性，提出了一种线性求解

遮挡点的方法［１４］，但该方法对噪声极其敏感．同时，
Ｎｏｇｕｅｒ等人利用图像矩阵的行向量生成的行空间和空
间结构矩阵的行空间是同一三维子空间的特性［１５］，对

遮挡点进行恢复，但该方法仅考虑了图像矩阵在行上

的约束，同时该方法的目标函数也是个非凸函数．
近年来，许多学者研究并提出了许多有效的低秩

矩阵恢复方法［１６～１８］，但大部分方法没有利用图像矩阵

的行空间和列空间都是三维子空间的特性，导致恢复

精度较低．且这些方法一般都需要事先设定一个权值，
以平衡误差和秩，但该权值的设定，目前还缺乏理论

指导．
为了克服上述缺点，本文提出了一种投影约束的

遮挡点恢复方法，该方法利用图像矩阵的行空间和列

空间都是三维子空间的特性，对图像矩阵进行奇异值

分解，得到两个投影矩阵，分别推导出图像矩阵的行和

列投影所满足的约束条件，将遮挡点的求解转化为半

正定二次型的迭代求解．为了验证方法的有效性，本文
分别进行了仿真和真实图像实验，并分别与 Ｗｉｂｅｒｇ方
法［９］和Ｎｏｇｕｅｒ方法［１５］进行了对比，结果表明，本文算法

具有更高的收敛速度和恢复精度．

２　相机模型和图像矩阵
　　在正投影相机模型下，设有 ｍ幅图像及 ｎ个三维
空间特征点，则有：

ｍｉ，ｊ＝Ｐｉｘｊ （１）
式中ｍｉ，ｊ表示第ｉ幅图像中第ｊ个特征点的图像二维坐
标，ｘｊ表示第 ｊ个特征点的三维坐标，Ｐｉ为第 ｉ幅图像
的投影矩阵．

将所有图像及投影矩阵按如下的方式整合在一

起，则有：

Ｍ２ｍ×ｎ＝Ｐ２ｍ×３Ｘ３×ｎ （２）
式中Ｍ２ｍ×ｎ由 ｍ×ｎ个图像点 ｍｉ，ｊ组成，Ｐ２ｍ×３由所有投
影矩阵Ｐｉ组成，Ｘ３×ｎ由ｎ个三维空间点ｘｊ组成．

从式（２）可以看出，矩阵 Ｍ２ｍ×ｎ的秩为３
［５］．从而矩

阵Ｍ２ｍ×ｎ的行空间和列空间分别是 Ｒ
ｎ和 Ｒ２ｍ的三维子

空间．对Ｍ２ｍ×ｎ进行奇异值分解，则有：
Ｍ２ｍ×ｎ＝Ｓ２ｍ×３Ｖ３×３Ｄ３×ｎ （３）

式中Ｓ２ｍ×３和Ｄ３×ｎ分别为图像矩阵 Ｍ２ｍ×ｎ行空间和列空

间的标准正交基．
本文利用该特性，实现遮挡点的恢复．

３　投影约束的遮挡点恢复方法
　　由于各种原因，导致图像矩阵部分元素缺失，因此
本文首先假设所有的遮挡点都有一个初值，分别利用

图像矩阵的行和列约束，恢复遮挡点的真实值．
３１　行投影

由于将 Ｍ２ｍ×ｎ的任一行向量 ｒｊ投影到 Ｄ３×ｎ行空间
的正交补空间的投影矩阵为：

Ｐｒ⊥ｎ×ｎ＝Ｉｎ×ｎ－Ｄ
Ｔ
３×ｎ Ｄ３×ｎＤ

Ｔ
３×( )ｎ

－１Ｄ３×ｎ （４）
ｒｊ到Ｄ３×ｎ行空间的正交补子空间的投影为：

ｒｊＰ
ｒ⊥
ｎ×ｎ＝０１×ｎ （５）

由于图像点中含有噪声，因此可以将式（５）转化为
求下式的极值，即：

ｅｒｊ＝ｒｊＰ
ｒ⊥
ｎ×ｎ（ｒｊＰ

ｒ⊥
ｎ×ｎ）

Ｔ＝ｒｊＰ
ｒ⊥
ｎ×ｎｒ

Ｔ
ｊ （６）

假设ｒｊ仅含有两个未知分量，即：
ｒｊ＝ ｒ１ ｒ２ … 珋ｒｋ … 珋ｒｌ … ｒ( )ｎ （７）

式中珋ｒ表示为遮挡点．
将式（７）代入式（６）中，得到：

ｅｒｊ＝ｘ
Ｔ
ｊＡｊｘｊ＋２ａ

Ｔ
ｊｘｊ＋εｊ （８）

式中ｘｊ＝（珋ｒｋ　珋ｒｌ）
Ｔ为未知向量，Ａｊ为矩阵 Ｐ

ｒ⊥
ｎ×ｎ的子矩

阵，ａｊ为由Ｐ
ｒ⊥
ｎ×ｎ元素构成的向量，εｊ为常数项．

式（８）的极值为：
ｘｊ＝Ａ

－１
ｊ ａｊ （９）

在上述推导过程中，仅假设 ｒｊ含有两个未知分量，
若含有ｗ个未知分量，则 Ａｊ为一个 Ｐ

ｒ⊥
ｎ×ｎ的 ｗ×ｗ子矩

阵；ａｊ为一个ｗ×１的向量．
若ｗ＝ｎ，即第 ｊ行所有的元素都未知，则有 ａｊ＝０，

由式（９）可得 ｘｊ＝０，此时算法失效，这和文献［１９］
一致．
３２　列投影

类似３１节，可得 Ｍ２ｍ×ｎ的任一列向量 ｃｉ投影到
Ｓ２ｍ×３列空间正交补空间上的投影为：

Ｐｃ⊥２ｍ×２ｍｃｉ＝ Ｉ２ｍ×２ｍ－Ｓ２ｍ×３Ｓ
Ｔ
２ｍ( )×３ ｃｉ＝０２ｍ×１ （１０）

同样，式（１０）的求解可转化为求下式的极小值，即：
ｅｃｉ＝ｃ

Ｔ
ｉＰ
ｃ⊥
２ｍ×２ｍｃｉ （１１）

假设ｃｉ仅含有两个未知分量，即：
ｃｉ＝ ｃ１ ｃ２ … 珋ｃｋ … 珋ｃｌ … ｃ２( )ｍ Ｔ

（１２）
式中珋ｃ表示为遮挡点．则有：

ｅｃｉ＝ｙ
Ｔ
ｉＢｉｙｉ＋２ｂ

Ｔ
ｉｙｉ＋ηｉ （１３）

式中ｙｉ＝（珋ｃｋ　珋ｃｌ）
Ｔ为未知向量，Ｂｉ为矩阵 Ｐ

ｃ⊥
２ｍ×２ｍ的子

矩阵，ｂｉ和ηｉ的意义同行约束的情形．
式（１３）的最优解为：

ｙｉ＝Ｂ
－１
ｉ ｂｉ （１４）

２１６２
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４　算法总结及分析
　　根据上面的推导分析过程，给出基于行列投影约
束的遮挡点恢复方法．

遮挡点恢复方法

输入：有缺失元素的图像矩阵Ｍ２ｍ×ｎ；

Ｓｔｅｐ１　初始化：所有的遮挡点的图像坐标取值 １ｋ∑
ｋ

ｊ＝１
ｍｉ，ｊ，迭代次数

ｌ＝１，ε为任意小的一个正数；
Ｓｔｅｐ２　利用式（３），对Ｍ２ｍ×ｎ进行ＳＶＤ分解；

Ｓｔｅｐ３　利用式（１０）计算投影矩阵Ｐｃ⊥２ｍ×２ｍ及Ｂｉ和ｂｉ；
Ｓｔｅｐ４　对于图像矩阵的每一列，利用式（１４）求出该列的缺失元素

ｘ（ｌ）ｉ ，并用ｘ（ｌ）ｉ 代替Ｍ２ｍ×ｎ中的缺失元素；
Ｓｔｅｐ５　利用式（３），对新的Ｍ２ｍ×ｎ再进行一次ＳＶＤ分解；

Ｓｔｅｐ６　利用式（４）计算投影矩阵Ｐｒ⊥ｎ×ｎ及Ａｊ和ａｊ；
Ｓｔｅｐ７　对于图像矩阵的每一行，利用式（９）求出该行的缺失元素

ｘ（ｌ）ｊ ，并用ｘ（ｌ）ｊ 代替Ｍ２ｍ×ｎ中的缺失元素；
Ｓｔｅｐ８　若 新旧Ｍ２ｍ×ｎ之差 ≤ε，则 ＳＴＯＰ；否则ｌ＝ｌ＋１，转Ｓｔｅｐ２；
输出：恢复缺失元素的图像矩阵Ｍ２ｍ×ｎ．

在本文算法中，每次迭代的运算量主要来自以下２
部分：（１）步骤４，其运算复杂度为Ｏ（ｗ３ｎ）；（２）步骤７，
其计算复杂度不超过 Ｏ（ｎ３ｍ）．因此，这２部分的复杂
度最大为Ｏ（ｍ３ｎ）＋Ｏ（ｎ３ｍ），也即本文算法的最大计
算复杂度．

算法的伪代码

输入：图像矩阵Ｍ２ｍ×ｎ，图像数ｍ，三维空间点数ｎ及无穷小正数ε；
输出：完整的图像矩阵Ｍ２ｍ×ｎ；
Ｂｅｇｉｎ
１　Ｅｎｄｅｄ＝ｆａｌｓｅ；
２　Ｆｏｒｊ←１：ｎ％求取Ｍ（０）２ｍ×ｎ

３　　珚ｍｉ，ｊ←
１
ｋ∑

ｋ

ｊ＝１
ｍｉ，ｊ；％对遮挡点赋初值

４　ＥｎｄＦｏｒ
５　Ｗｈｉｌｅ（Ｅｎｄｅｄ＝＝ｆａｌｓｅ）ｄｏ
６　　Ｍ（０）２ｍ×ｎ←Ｍ２ｍ×ｎ
７　　（Ｓ２ｍ×３　Ｄ３×ｎ）←ＳＶＤ（Ｍ２ｍ×ｎ）；

８　　Ｐｃ⊥２ｍ×２ｍ←Ｉ２ｍ×２ｍ－Ｓ２ｍ×３ＳＴ２ｍ×３；％求投影矩阵Ｐｃ⊥２ｍ×２ｍ
９　　Ｆｏｒｉ←１：ｎ
１０　　　构造Ｂｉ和ｂｉ；

１１　　　ｘｉ←Ｂ－１ｉ ｂｉ；
１２　　ＥｎｄＦｏｒ
１３　　（３Ｓ２ｍ×３　Ｄ３×ｎ）←ＳＶＤ（Ｍ２ｍ×ｎ）；

１４　　Ｐｒ⊥ｎ×ｎ←Ｉｎ×ｎ－ＤＴ３×ｎＤ３×ｎ；％求投影矩阵Ｐｒ⊥ｎ×ｎ
１５　　Ｆｏｒｉ←１：２ｍ
１６　　　构造Ａｉ和ｂｉ；

１７　　　ｘｉ←Ａ－１ｉ ｂｉ；
１８　　ＥｎｄＦｏｒ

１９　Ｉｆ｜Ｍ（０）２ｍ×ｎ－Ｍ２ｍ×ｎ｜Ｆ＜＝εｔｈｅｎ
２０　　　Ｅｎｄｅｄ＝ｔｒｕｅ；
２１　　ＥｎｄＩｆ
２２　ＥｎｄＷｈｉｌｅ
２３　Ｅｎｄ

５　实验

５１　仿真实验
现针对含有大量遮挡点的仿真和真实图像序列，

检验本文算法．首先生成１００个三维特征点，并模拟相
机位置的变化，由此得到５０幅的图像组成的仿真图像
序列．随后固定遮挡率，检验本文算法在伴有不同高斯
噪声的遮挡点恢复效率（随机遮挡其中５０％的特征点，
先后加入均值为０，方差分别为０５、１０、１５、２０、２５
个像素的高斯噪声）；接着固定噪声，检验本文算法在

不同的遮挡率下的特征点恢复效率（图像噪声为均值

为０，方差为 １５个像素的高斯噪声，遮挡率分别为
２０％、４０％、６０％、８０％）．算法的迭代收敛性如图１和图
２所示．

从图１和２可看出，本文方法的收敛性能良好，只
需少量的几次迭代就可达到收敛．同时，从图２还可以
看出，遮挡率越高，算法收敛速度越慢，这也符合实际情

况，原因是遮挡率越高，对图像矩阵中的缺失元素的约

束就越少，且需要求解的未知数就越多，因此计算复杂
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度就越高，算法的收敛就越慢．
为了比较研究图像噪声对本文方法、Ｗｉｂｅｒｇ方

法［９］和Ｎｏｇｕｅｒ方法［１５］收敛精度的影响，用上述方法产

生５０幅图像，并随机遮挡里面的４０％和６０％图像点，
然后在图像中加入均值为０，方差从０变化到３的高斯
噪声，分别用本文方法、Ｗｉｂｅｒｇ方法和Ｎｏｇｕｅｒ方法进行
遮挡点恢复．在每种噪声下各重复１００次实验，然后求
取平均误差，实验结果如图３所示．

从图３可看出，本文方法比 Ｗｉｂｅｒｇ方法和 Ｎｏｇｕｅｒ
方法具有更高的恢复精度，原因有两方面：（１）由于本
文方法采用图像矩阵行和列上的约束，而 Ｗｉｂｅｒｇ方法
和 Ｎｏｇｕｅｒ方法仅采用了行上的约束；（２）将遮挡点的
求解转换为二次型的迭代求解，而 Ｗｉｂｅｒｇ方法和
Ｎｏｇｕｅｒ方法是直接构造目标函数，该函数是非凸的，
因此，若初始值远离真实解时，并不能保证收敛到全

局最优解．
为了进一步比较图像遮挡率对本文方法、Ｗｉｂｅｒｇ

方法和 Ｎｏｇｕｅｒ方法收敛精度的影响，用上述方法产生
５０幅图像，并在图像中加入均值为０，方差为１５、２５
个像素的高斯噪声，同时遮挡率从５％变化至８５％，然
后分别用本文方法、Ｗｉｂｅｒｇ方法和 Ｎｏｇｕｅｒ方法进行恢
复．在每种遮挡率下各重复１００次实验，求出平均误差，
实验结果如图４所示．

从图４可看出：（１）图像点的遮挡率越低，收敛精
度越高，原因是遮挡率越低，可利用的点就越多，因此，

恢复精度就越高；（２）本文方法比Ｗｉｂｅｒｇ方法和Ｎｏｇｕｅｒ
方法具有更高的恢复精度，原因如上所述；（３）从图 ４
还可看出，当遮挡率高于５５％时，Ｗｉｂｅｒｇ方法和 Ｎｏｇｕｅｒ
方法恢复误差急剧增加，而本文方法却能够保持较低

的恢复误差，说明具有较好的恢复效果．

５２　真实实验
为了进一步验证本文方法的正确性，本文用手提

相机获取了一个绕西安钟楼一圈的图像序列，包括２２
幅大小６４０×４８０的图像，其中的２幅图像如图５所示．
本文利用ＳＴＦＴ方法提取［２０］并跟踪了约４００个特征点
（如图５中ｏ所示），由于自身遮挡，每个特征点至多出
现在一半的图像中，因此遮挡率自然超过了５０％．用本
文方法进行遮挡点恢复，恢复结果如图５中所示．从
图５中所恢复的遮挡点可以看出，本文方法能够较好地
恢复出遮挡点的真实位置．

同时，为了更进一步验证本文方法的正确性，本文

获得一个旋转３６０°的由３６幅图像组成的恐龙图像序
列，相邻两幅图像之间相差１０°，其中的第１０幅和２０幅
图像如图６所示．

该图像序列包含了３１９个特征点，由于物体自身遮
挡，遮挡率高达７６９２％．本文画出所有可见点的运动
轨迹，结果如图７（ａ）所示．从图７（ａ）可以看出，没有一
个特征点在所有的图像中可见．用本文方法进行遮挡
点恢复，恢复结果如图７（ｂ）所示．从图７（ｂ）中可以看
出，本文方法能有效地恢复出遮挡点的位置．
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６　结论与展望
　　本文在相机为正投影模型下，提出了一种投影约
束的遮挡点恢复方法．该方法很好地利用了图像矩阵
的冗余性，即其行、列空间都是三维子空间的特性，对

图像矩阵应用奇异值分解，构造投影矩阵，分别得到图

像矩阵的行和列投影满足的约束条件，由此将遮挡点

的求解转化为迭代求解两个半正定二次型的极小值问

题．由于该方法利用了图像矩阵行和列投影上的约束，
因此具有较高的恢复精度．实验结果表明，与 Ｗｉｎｂｅｒｇ
方法和Ｎｏｇｕｅｒ方法相比，本文方法具有更高的收敛速
度，更高的恢复精度．

由于本文方法假设相机为正投影模型，正投影模

型要求物体到相机的距离远大于物体景深时才成立，

此时可以忽略物体的深度信息．但当物体的景深不能
忽略时，本文方法恢复精度较差．

目前大部分遮挡点恢复方法都是基于物体做刚体

运动，但在现实生活中，非刚体运动非常普遍．为此，下
一步的研究工作是基于非刚体运动的图像矩阵恢复．
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